
例题（平动+转动）

解：

纯滚动条件(约束条件)：

一匀质圆球(r )从静止开始沿一粗糙斜面纯滚动而下，斜面倾角为 ，球从上端
滚到下端球心高度相差为 h ，计算小球滚到下端时质心的速度和转动角速度。

质心运动定律：

相对质心的角动量定理：

也可由机械能守恒计算：
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万有引力
Gravitation



A. 牛顿万有引力定律

a) 引力和重力

b)引力势能

B. 万有引力的应用

a) 卫星轨道

b)黑洞

本节课：



Gravitation forms the galaxy   星系由引力形成







A. 牛顿万有引力定律

宇宙中的每个物质粒子都吸引着每个其他粒子，吸引力与粒子质量
的乘积成正比，与粒子之间距离的平方成反比。



引力的计算

1) 多质点体系的万有引力

牛顿的万有引力定律公式是对两个质点而言的。牛顿在发

展引力理论过程中，重要的一步是把月球运动和落体运动统一

起来。在这个分析中，一个关键的问题是牛顿认为地球表面落

体运动的加速度可以写为： ，其中R是地球半径。
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M
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这里有一个很大的疑问，为什么能把地

球和落体间的距离看为R？如果说在讨论月球

运动时，把地球和月球看作质点是一个足够

好的近似，那么讨论落体运动时，把地球看

作质点显然是不合理的。为了研究这个问题，

我们必须来讨论一下多质点体系的引力问题。



现在我们先来讨论一种简单情况。在原

点有一质量为m的质点，空间分布着质量分

别为m1，m2，m3，，mi 的若干个质点，

它们的位置矢量分别为 。为

了求质点 m 所受到的引力，必须把引力公式

作些推广。根据引力公式可知：
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因此，可以自然地认

为，m所受到的总力为

 =

+++=

I i

i

i

i

i

r

r

r

mm
G

FFFF







2

21

引力的线性叠加性



2) 连续体的万有引力

以均质细杆对质点的引力为例。

细杆质量为M，长为l，距细杆的

一端 a 处有一质量为m的质点，计算细

杆对质点m的引力。

把细杆分成许多小段(微元)，每一小段可看作质点。细杆上 x 至

x+dx 的一小段可看作质量为 的质点，对质点m的引力为lMdx /
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求合力只需计算代数和
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“微元”



均匀球壳的万有引力

考虑一密度均匀的球壳，它

的厚度 t 比它的半径 r 小得多。

我们要求出它对球壳外一质量为

m 的质点 P 的引力。

设在球壳A点处的一小块对 m 的引力为 ，由球壳的对称性，可

以找到与 A 相对称的 B 点，该处的一小块对 m 的引力为 。通过把

球壳分成这样一对一对的小块，所有作用在 m 上的力的竖直分量都

成对地相互抵消了，只需考虑水平分量。

1F


2F


考虑球壳上一环带，它长为2p(rsin)，宽为rd，厚为t。因此，

它的体积为 dV=2ptr2sind  。设密度为，则环带的质量为 dM=dV

=2ptr2sind  。

dM对位于 P点处的质量 m 所施的力是水平的，其值为
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其中 x、 和 之间满足关系
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又，对余弦定理进行微分，得  dRrxdx sin22 =
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这就是环带ds的物质作用在质点m上的引力。



整个球壳的作用即为前式对所有环带

求和，亦即对变量x求遍及整个球壳的积

分。因为x的范围是从最小值R-r到最大值

R+r，
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这个结果表明：一个密度均匀的球壳对球壳外一质点的引力，

等效于它的所有质量都集中于它的中心时的引力。

球壳对内部任一质

点的引力为零。
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均匀球体的万有引力

对于半径为R，密度为 的均匀球体，可以推出万有引力公式：
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重力加速度的变化

根据万有引力定律，显然重力加速度 g 应随高度而改变，亦即

随离地球中心的距离而改变。

将 的两边微分，得
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两式相除，得
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F 相对变化为 r 相对变化的两倍；

负号表示引力随距离增大而减小。

若设m为物体的质量，则地球对物体的引力大小为 ，mgF =

同样求微商，得到：
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在地球内部 g 值也变小，深度越大 g 值

越小，在地心处重力加速度为 0。



a3) 地球表面的重力w和重力加速度g

卡文迪什探测了G的大小以后，计算了地球的质量：



假设地球密度是均匀的：

实际上地球表面岩石的密度只有大
约2g/cm3，因此地球是不均匀的。



b) 万有引力势能

万有引力做功：

结论：万有引力做功大小与路径无关，只与终始位置有关。
因此万有引力是保守力。



保守力对应有势能，因此定义万有引力势能U为：

机械能守恒：K1+U1=K2+U2

K为动能



B. 万有引力的应用

a) 卫星



卫星绕地球做圆周运动

万有引力提供向心力：

卫星轨道半径和圆周运动速率的关系：



卫星绕地球做圆周运动的总机械能E：

卫星绕地球做圆周运动的周期T：



开普勒三定律



*使用守恒定律推导出开普勒第三定律



曲率半径



恒星也受行星万有引力影响

⚫ 太阳和行星都绕着质
心做圆周运动；

⚫ 恒星的圆周运动半径
很小，通常被称为
“抖动”（wobble)；

⚫ 通过观测恒星的“抖
动”，天文学家发现
了无法直接观测到的
行星。



地球自转对重力的影响

赤道的重力加速度小一点



B. 万有引力的应用

b) 黑洞



April 10, 2019: Astronomers Capture First Image of a Black Hole 



逃逸速度

𝑈1 = −
𝐺𝑀𝑚

𝑅
星球表面势能：

逃逸后势能： 𝑈2 = 0

星球表面动能： 𝐾1 =
1

2
𝑚𝑣2

逃逸后动能： 𝐾2 = 0

机械能守恒

逃逸速度



逃逸速度

➢ 密度不变，天体半径R越大，逃逸速度越大；

➢ 假如逃逸速度比光速还大，则表面任何物体包括光都
不能逃脱，这就是黑洞。
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大小和核粒子
的典型速率 10-14 10-5 1022 大小或距离（米）



电磁场具有动量和能量且能传播电磁波。这使人们联想万有

引力场也是物理的实在，能传播引力波。广义相对论预言存在

引力波，也有许多人努力探测它，但目前尚无很好的结果。

1916年6月：爱因斯坦预测了
宇宙中的涟漪
根据广义相对论，引力是质量
巨大物体周围时空的扭曲。在
创立广义相对论时爱因斯坦认
为，时空会产生涟漪并产生
“引力波”，以光速从物体向
外扩张。

2016年2月11日：LIGO宣布
成功发现引力波



电磁波的传播可用光子解

释，类似地，光子也导致引力

子概念的引出。万有引力也不

再是超距作用，而以引力子为

媒介。这些都是物理学家正在

探索的领域。



在分析了几个守恒定律之后，我们再回过头来以其为基础，
讨论一下万有引力的一些重要应用。

这时，地球和物体之间的距离可用地球半径R代替，根据牛
顿第二定律和万有引力定律，得
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所以 Rg
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G ==  或地

用 R  6400 km，g = 9.8 ms-2 代入，得到   7.9 kms-1，

即第一宇宙速度的数值。

万有引力的几个重要应用

1) 第一宇宙速度



要使物体能逃离地球，不再返回，它的速度应更高，即至
少要具有第二宇宙速度的值才行。

因为无限远处的势能为0，根据引力场中的机械能守恒，其
离开地球时的机械能至少应该为 。所以有
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2）第二宇宙速度（逃逸速度）



如果有一个引力体系的第二宇宙速度等于光速， 。c
r

GM
=

2

若体系的半径 ，它的第二宇宙速度就要大于光速。这

就是说，在这种物体上发射的光都不能克服引力的作用，最终

一定要落回到该体系上来。简言之，这种物体根本不可能有光

发射出去，因此，我们不能看到它，故称为“黑洞”。因此，

也是一个关键性的物理量，称为“引力半径”。
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地球质量约为61024kg ，可求得引力半径 rg  0.9厘米。

下面我们来看一个较实际的例子。



考虑一个球形体系，半径为 r，其中物质均匀分布，密度为

，则体系的质量为 
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如果这个体系的半径恰好达到自己的引力半径，则
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说明对于生活在密度为 的环境中的人，他不可能把光发射到
超出rg的范围。

我们的宇宙的密度平均约为 10-29g/cm3，因此，可求得引
力半径为rg1028cm1010光年，也就是说，我们不可能把光发射
到1026米之外，我们称这个尺度为宇宙大小，或宇宙半径。



从地面发射的火箭如具有“第三宇宙速度”，那就不仅能
够脱离地球，而且可以逃逸出太阳系。

火箭如果能够逃出太阳系，机械能至少应等于0。由于机械
能守恒，在地球这样的距离上，E也至少等于零，
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这里Rl为地球与太阳的距离。由上式解得 km/s2.42/2 1 = RGM

但这里的42.2km/s应当是已脱离了地球引力范围时的速率。
那么火箭从地面出发时相对于地球的速率应当多大呢?

* 3） 第三宇宙速度



选用“静止”参考系。火箭已脱离了地球引力范围时的动

能应为 ，其时火箭─地球势能为0。应当沿地球公

转方向发射火箭，以最大限度地利用地球的公转。火箭以相对

速率从地面出发时的动能为 ，其时火箭─地球势能

为 ，R为地球半径。由机械能守恒定律，
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由此求得

km/s7.12km/s)8.295.42(km/s)8.292.112.42(' 22 =−=−+=

但这结果是完全错误的。

必须计及地球动能的改变，才可以得出正确的结果。



选取“地球─火箭”系的质心坐标系。在质心坐标系中，地

球的动能始终为零。火箭已脱离了地球引力范围时的动能应为
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其时地球─火箭势能为零。火箭以相对速率从地面出发时的动

能为 ，地球─火箭势能为 。根据机械能守恒

定律，
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由此解得第三宇宙速度
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